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1 Wstep do modelu SIS

1.1 Opis problemu

Metycylinooporny gronkowiec zlocisty (MRSA), powszechnie nazywany gronkowcem, jest bakteria,
ktéra wywoluje powazne infekcje i jest odporna na leczenie powszechnie stosowanym antybiotykiem -
metycyling. Oierwszy przypadek choroby zostal zaobserwowany w latach 60-tych XX wieku. MRSA
stanowi problem w szpitalach, gdzie starsi pacjenci oraz ci, ktérzy maja ostabiony uktad odpornosciowy
moga zarazaé sie i rozwijaé¢ infekcje krwionoéne. MRSA powoduje wiecej zgonow niz AIDS. Zaledwie
20 lat pdzniej wykryto nowy, genetycznie odmienny szczep MRSA. Nowy szczep (CA-MRSA) jest w
stanie infekowac/zaraza¢ zupelnie zdrowe oraz mlode osoby, w przeciwienstwie do tradycyjnego szczepu
(HA-MRSA) [1].

1.2 Opis modelu

Badania sugeruja, ze szczep CA-MRSA wyprzedzi HA-MRSA, pod wzgledem rozsprzestrzeniania sie.
Aby to przewidzie¢, matematycy we wspélpracy z profesjonalistami w zakresie medycyny opracowali
odpowiedni model kompartmentowy. Model ten dzieli pacjentéw na trzy grupy:

e H(t)=pacjenci, ktérzy sa nosicielami tradycyjnego szczepu HA-MRSA
e C(t)=pacjenci ktérzy sa nosicielami szczepu CA-MRSA
e S(t)=pacjenci podatni na infekcje, ktérzy nie sa nosicielami zadnego szczepu
Parametry modelu:
o SBc=czestotliwosé (dzienna), z jaka szczep CA-MRSA jest przenoszny pomiedzy pacjentami
o By=czestotliwosé (dzienna), z jaka szczep HA-MRSA jest przenoszny pomiedzy pacjentami

o dc=czestotliwoéé (dzienna) z jaka pacjenci, ktérzy sa nosicielami szczepu CA-MRSA opuszczaja
szpital poprzez wypis lub émieré¢

o 0y =czestotliwo$é(dzienna) z jaka pacjenci, ktérzy sa nosicielami szczepu HA-MRSA opuszczaja
szpital poprzez wypis lub émieré

e 0g=czestotliwodé(dzienna) z jaka pacjenci podatni na infekcje opuszczaja szpital poprzez wypis
lub $mieré

o ac=czestotliwoéé (dzienna) z jaka pacjenci, ktérzy sa nosicielami szczepu CA-MRSA skutecznie
przechodzg lecznie

o apg=czestotliwoéé (dzienna) z jaka pacjenci, ktérzy sa nosicielami szczepu HA-MRSA skutecznie
przechodzg leczenie

o N=calkowita liczba pacjentéw w szpitalu

o A=czestotliwoéé (dzienna) z jaka pacjenci trafiaja do szpitala.
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Rysunek 1: Graficzne zobrazowanie omawianego modelu.

Zrédlo: R. Kent Nagle, Edward B. Saff, Arthur David Snider ” Fundamentals of Differential Equations
and Boundary Value Problems”[1].

Pacjenci zmieniaja przynalezno$¢ do grup w zaleznosci od ich stanu zdrowia. Ten typ modelu
znany jest jako SIS (susceptible-infected-susceptible), w ktérym pacjenci, ktérzy zostali zarazeni, moga
ponownie staé¢ sie podatni na infekcje oraz znéw zostaé¢ zarazeni. W tym modelu nie jest brana pod
uwage mozliwo$¢ wytworzenia odpornosci. Przejécie pomiedzy stanami/grupami opisuje nastepujacy
uktad réwnan:
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(1) - czestotliwosé wejscia, (2) - nabycie HA-MRSA, (3) - nabycie CA-MRSA, (4) - dekolonizacja
HA-MRSA, (5) - dekolonizacja CA-MRSA, (6) - wyjscie.

1.3 Dowdd wzoréw pomocniczych

Wprowadzamy dwa wzory, ktére przydadza nam si¢ do wykonywania obliczen:

% = (ﬁH/N)(N_C_H)H— ((SH-FO[H)H.
(HC)

% = (Bc/N)(N = C = H)C — (d¢c + ac)C.
Przy zalozeniu, ze liczba oséb przebywajacych w szpitalu jest stala, uklad réwnan (la) - (1lc)
przeksztalca sie do postaci (HC), gdzie:

S(t)+ C(t) + H(t) = N

Wyznaczamy:
' ' S(t)=N-C(t)— H(¢)

i podstawiamy do réwnania zarazliwosci szczepem HA-MRSA (1b):
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Nastepnie S(t) podstawiamy do réwnania zarazliwosci szczepem CA-MRSA (1c):
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% — ’%C(N —C(t) — H(t))C(t) — (ac + 6c)C(t)

1.4 Punkty réwnowagi

Kolejnym zadaniem bedzie znalezienie punktéw krytycznych ukladu (HC) dla konkretnych wartosei
parametréw. Skorzystamy z danych podanych w tabeli 2 zebranych w szpitalu Beth Israel.

GBS Parameter Values for the Transmission Dynamics of Community-Acquired and
Hospital-Acquired Methicillin-Resistant Staphylococcus aureus Colonization
(CA-MRSA and HA-MRSA)

Parameter Symbol Baseline Value
Total number of patients N 400

Length of stay

Susceptible 1/8¢ 5 days
Colonized CA-MRSA 1/8, 7 days
Colonized HA-MRSA 1/6y 5 days
Transmission rate per susceptible patient to

Colonized CA-MRSA per colonized CA-MRSA Be 0.45 per day
Colonized HA-MRSA per colonized HA-MRSA By 0.4 per day

Decolonization rate per colonized patient

per day per length of stay

CA-MRSA o 0.1 per day
HA-MRSA oy 0.1 per day

Rysunek 2: Tabela wartosci parametrow dotyczacych przenoszenia gronkowca dla szpitala Beth Israel
Deaconess [1].



Definicja 1.1. [1] [Punkty réwnowagi] Punkt (xo, yo) nazywamy punktem krytycznym lub punktem
réwnowagi ukladu
=f
{ ) (2)
y =9

edy f(zo,y0) = 01 g(xo,y0) = 0. Dane rozwiazania ukladu (2) z(t) = o, y(t) = yo nazywamy stanem
réwnowagi.

Zgodnie z powyzsza definicja, by wyznaczy¢ punkty krytyczne ukltadu (HC) musimy przyréwnaé
dH/dt i dC/dt do 0. Najpierw podstawiamy wartosci wspdlczynnikéw z powyzszej tabeli do réwnania
zarazliwosci szczepem HA-MRSA (1b) oraz CA-MRSA (1c):

dH 0,4
S —H(-(400 - C - H)—0,2-0,1
7 <400(00 C—H)-0, 0,)

4 — F7(0,4 — 0,001(—0,001H — 0,3) = H(0,1 — 0,001(C + H)) (*)
dC 0,45 11
dt_C(400(4OO_C_H)_7_10>

4¢ — € (0,45 — 0,001125C — 0,001125H — £ — L) = C(0,001125(—C — H) + 0,207142586) (**)

Nastepnie przyréwnujemy prawa strone réwnania (*) oraz (**) do zera otrzymujac:

C+H
_ 1) =
( 1000 +0,) 0
C+H
(— 1000 +0,1>—0
a stad mamy:
H=100-C Vv H=0 (3)

Przyréwnujac (**) do zera mamy:

C(0,001125(—C — H) + 0,20714286) = 0
—C — H = —184, 126987
Cr184,12T—H Vv C=0 (4)

Teraz, by otrzymaé punkty krytyczne, musimy polaczyé (3) z (4). To daje nam 4 mozliwe punkty
krytyczne. Jednak jesteSmy zmuszeni wylaczyé z tego pare H = 100 — C oraz C = 184,127 — H,
poniewaz sa sobie wzajemnie sprzeczne. Ostatecznie otrzymujemy trzy punkty krytyczne: (0 ; 0), (0 ;
100), (184,126987 ; 0)

1.5 Pole kierunkowe

Dla lepszej analizy uktadu (HC) oraz punktéw krytycznych zdecydowali$émy przedstawié¢ graficznie pole
kierunkowe uktadu (HC). Wykorzystaliémy w tym celu program Mathematica. W grafice, 0§ pozioma
stanowi zarazliwo$¢ odmiana CA-MRSA, natomiast o$ pionowa stanowi zarazliwo$¢ szczepem HA-
MRSA. Zielonymi punktami zaznaczyliémy réwniez punkty krytyczne oraz opisaliSmy wspotrzedne
tych punktéow krytycznych. Na samym poczatku sporzadziliSmy pole w przedzialach wiekszych niz
realne zalozenia, by lepiej przeanalizowaé punkty krytyczne.



StreamPlot[{C (0.2072-0.001125 (C+H)), H(0.1-0.001 (C+H))},
{c, -100, 400}, {H, -100, 400}]
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Rysunek 3: Pole kierunkowe nr 1

1.6 Stabilnosé punktéw réwnowagi

Niech dany bedzie uktad réwnan
o' = f(t z) (3)
z funkcja f : R**!1 — R klasy C*.

Definicja 1.2. [2] [Stabilno$é w sensie Lapunowa] Niech Z(t) bedzie rozwigzaniem uktadu (3). Méwimy,
ze rozwiazanie Z(t) jest stabilne w sensie Lapunowa dla t — +o0, jesli dla kazdego € > 0 istnieje takie
to > 0 oraz § > 0, ze kazde rozwiazanie x(t) uktadu (3), takie ze |z(to) — Z(to)| < J spelnia warunek
|z(t) — Z(t)| < e dlat > to.

Definicja 1.3. [2] [Niestabilno$¢ w sensie Lapunowa] Rozwiazanie Z(¢) ukladu (3) nazywamy niestabilnym
w sensie Lapunowa, jesli dla pewnych e > 01 tg > 0 oraz kazdego § > 0 istnieja rozwiazania x,(t) i
punkt t] = t1(5) > 19 takie, 7€ |2L‘n(t0) — Zf(t())| < 7 Oraz |2L‘n(t1) — f(t1)| > €.

Definicja 1.4. [2] [Asymptotyczna stabilno$é] Rozwiazanie Z(t) ukladu (3) nazywamy asymptotycznie
stabilnym przy t — oo, jesli:

1) Rozwiazanie jest stabilne w sensie Lapunowa.

2) Dla dowolnego to > 0 istnieje A = A(tg) > 0 takie, ze wszystkie rozwiazania x = x(¢) spelniajace
warunek |z(tg) — Z(to)| < A maja wlasnosé tlim |z(t) — z(¢t)| = 0.
—00

Stabilnos¢ rozwiazan, ktére sa punktami rownowagi mozna takze badaé¢ analizujac typowe ksztalty
trajektorii w poblizu tych punktéow. W tym celu konieczne jest wczeéniejsze sporzadzenie wykresu pola
kierunkowego.
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Rysunek 4: Typy trajektorii w poblizu punktéw réwnowagi: 1. Punkt wezlowy (asymptotycznie
stabilny), 2. Punkt spiralny (niestabilny), 3. Punkt siodlowy (niestabilny), 4. Punkt centralny
(stabilny), 5. Punkt spiralny (asymptotycznie stabilny), 6. Punkt wezel (niestabilny) [1].

W celu zbadania stabilnosci punktéw krytycznych (0; 0), (0; 100), (184, 127; 0) znalezionych w podrozdziale

1.4 postanowiliémy przeanalizowaé otrzymany przez nas wykres pola kierunkowego (Rysunek 3). Poréwnujac
bliskie otoczenie punktéw réwnowagi z przyktadowymi trajektoriami (zamieszczonymi powyzej) otrzymali$my
nastepujace wyniki:

e (0;0) - punkt wezlowy - niestabilny
e (0;100) - punkt siodlowy - niestabilny

e (184,127;0) - punkt weztowy - stabilny asymptotycznie

1.7 Rozprzestrzenianie sie CA-MRSA i HA-MRSA w czasie

Aby lepiej zrozumieé zadany problem postanowiliémy zbada¢ jak wygladaja rozwigzania réwnan dwoch
szczepow MRSA| kiedy réwnania opisujace kazdy z nich rozpatrzymy osobno wzgledem czasu. Majac
dany uktad

= H(0.1-0,001(C + H)) (4)
dc 0,45
— =0 (o, 207 — 55 (C + H)) (5)

rozpatrywaliémy kazde z réwnan niezaleznie od drugiego. Celem bylo znalezienie rozwigzan danego
réwnania, a nastepnie sporzadzenie wykresow pola kierunkowego dla kazdego z rozwiazan uzywajac
programu Mathematica.



Rozpatrujemy réwnanie (4), dla C =0

a _H
dt ~— 10 1000

1000 dH = (100H — H?)dt

Calkujac obydwie strony réwnania otrzymujemy:

/ dH _ / dt
100H — H2 ~J 1000
InH  In(H—-100) ¢t
100 100 ~ 1000

+ Csy

t
InH — In(H — 100) = ot Cy
e H—In(H~-100) _ ef—0+cl
H p—
H—-100
H = Cei - (H — 100)

t
Celo

Finalnie otrzymujemy:
1
H =100+ %
C

eio —

Rozpatrujemy réwnanie (5), dla H =0

dC 207 9
dat 10000 B 80000

8000 dC = (1656C — 9C?) dt

Calkujac obydwie strony rownania otrzymujemy:

dC
/ 1656C — 9C2 / 8000 dt

InC  In(C—184) ¢t

1656 1656 8000

InC — In(C — 184) = 0,207t + D,
eInC—In(C—184) _ ,0,207¢+D;

C

C— 184
C = D% (O — 184)

+ Do

— D207t

Finalnie otrzymujemy:
184

C=184+ De0:207t _ |

ZauwazyliSmy, ze obydwa réwnania sa rownaniami logistycznymi. Réwnania logistyczne sa wykorzystywane
np. w modelach wzrostu populacji z pewna ograniczonosciag srodowiska. Réwnanie odpowiadajace temu
modelowi jest postaci:

d
= = ka(t)(M — (1))
gdzie M jest pojemnoécig $rodowiska. Rozwiazanie tego réwnania wyglada nastepujaco:

_ M
=(t) = 14+ e+ Mtpfc



gdzie c jest stala. Dla takiego modelu istniejg dwa punkty réwnowagi. Jeden to x = 0, ktéry odpowiada
sytuacji gdy populacja wyginie oraz x = M, ktéry odpowiada sytuacji, gdy populacja osiaga graniczna
pojemno$¢ srodowiska. Ten drugi punkt jest asymptotycznie stabilny i kazda populacja dazy do jego
osiagniecia.

Aplikujac to rozumowanie do naszych réwnan mozemy zatozyé, ze ilo$é oséb zainfekowanych dang
odmiang MRSA powinna dazy¢é do pewnej stalej wartosci. Jest to widoczne w momencie, kiedy
sporzadzimy wykresy pél kierunkowych dla réwnan (4) i (5). Do tego celu uzyto programu Mathematica
oraz funkcji wbudowanej StreamPlot.

iz~ StreamPlot[{1, @.1xH-0.001%H"2}, {t, 0, 300}, {H, 6, 300} ]
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Rysunek 5: Rozprzestrzenianie sie¢ szczepu HA-MRSA w czasie



nl1el= StreamPlot[{1, ©.207%*C- (0.45% C*

2) / 400}, {t, 0, 300}, {C, 0, 300}]
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Rysunek 6: Rozprzestrzenianie sie szczepu CA-MRSA w czasie

Na powyzszych wykresach mozna zauwazy¢, ze dla odmiany HA-MRSA ilo$é oséb zainfekowanych
dazy do 100 (przy zalozeniu, ze w szpitalu znajduje si¢ 400 os6b), natomiast dla odmiany CA-MRSA-
do okolo 184, co pokrywa si¢ z wczesniej obliczonymi punktami réwnowagi dla uktadu réwnan.

1.8 Whnioski

Analizujac wykres pola kierunkowego (Rysunek 3), punkty réwnowagi oraz ich stabilno$é spodziewamy
sie, ze szczep CA-MRSA przescignie szczep HA-MRSA pod wzgledem rozprzestrzeniania sie. Mozna
zauwazy¢, ze na poczatku epidemii obydwa szczepy rozprzestrzeniajg sie w bardzo podobnym tempie, a
nastepnie trajektoria zaczyna zbiega¢ do punktu réwnowagi (0;100). Jednak pdzniej nastepuje powolne
wygasanie szczepu HA-MRSA wraz z jednoczesnym wzrostem zakazenn CA-MRSA. Trajektoria zaczyna
zbiegaé¢ do punktu réwnowagi (184,127;0), ktéry, co warto zauwazy¢, jest jedynym stabilnym punktem
rownowagi dla tego uktadu. Nasuwa sie wiec wniosek, ze niezaleznie od sytuacji poczatkowej oczekiwanym
rezultatem bedzie dominacja szczepu CA-MRSA nad HA-MRSA.
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