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1 Plan i opis projektu

Lata 2019-2021 pokazaly spoleczenistwu jak bardzo wirus moze wplynaé¢ na ludzkie zycia. Wielu ludzi
tracito prace, gospodarka na calym $wiecie upadata i co najgorsze - duzo 0s6b zachorowalo, miato
powiktania lub zmarto. By uratowaé¢ sytuacje, tysiace analitykow pracowalo nad tym, by nie tylko
przebadaé¢ wirusa pod wzgledem biologicznym, lecz réwniez zbadaé sposob jego rozprzestrzeniania. Im
wiecej informacji ludzkos¢ pozyskala o wirusie, tym byla wieksza szansa na pokonanie trudnej sytuacji.
Jednak nie tylko wirusy sa grozne dla ludzkosci we wczesniej podanych aspektach. Sa nimi réowniez
bakterie, ktore potrafia przezy¢ w ciezszych warunkach, na przyktad bez zywiciela, w przeciwienstwie
do wiruséw. Na dodatek rozmnazaja sie przez podzial, gdzie wirusy potrzebuja czesci organizmu, by
sie rozmnozy¢.

W tym projekcie znajduje sie analiza wybranych modeli rozprzestrzeniania sie infekcji - Metycylino-
opornego gronkowca zlocistego (MRSA). Rozpatrujemy sytuacje, w ktorej istnieja dwa oddzielne
szczepy wirusa: HA-MRSA oraz CA-MRSA. W rozdziale pierwszym analizujemy szczegblna sytuacje,
ktora wystapita w szpitalu Beth Israel Deaconess. Staramy sie przewidzie¢ jaka bedzie sytuacja po
dtuzszym okresie zakladajac odpowiednie parametry. W drugim rozdziale traktujemy nasze parametry
jako zmienne, by méc dostosowaé obliczenia do odpowiedniej sytuacji. Na dodatek dodajemy kolejny
parametr - liczbe odtwarzania, ktéry mowi nam o teoretycznej liczbie oséb, ktora zaraza chory przy
zalozeniu, ze wszystkie jego kontakty sa z osobami podatnymi na zarazenie. W kolejnym rozdziale
uzyjemy réwniez metod numerycznych do sprawdzenia poprawnosci naszych obliczeni. Wykonalismy
rowniez obliczenia dla kilku réznych sytuacji z réznych warunkéw poczatkowych. Do tego wykorzystalismy
jezyk programowania C++ oraz program Visual Studio.

2 Wstep do modelu SIS

2.1 Opis problemu

Metycylinooporny gronkowiec zlocisty (MRSA), powszechnie nazywany gronkowcem, jest bakteria,
ktora wywoltuje powazne infekcje i jest odporna na leczenie powszechnie stosowanym antybiotykiem
- metycylina. Pierwszy przypadek choroby zostal zaobserwowany w latach 60-tych XX wieku. MRSA
stanowi problem w szpitalach, gdzie starsi pacjenci oraz ci, ktorzy maja ostabiony uktad odpornosciowy
moga zarazaé sie i rozwijaé infekcje krwionosne. MRSA powoduje wiecej zgondéw niz AIDS. Zaledwie
20 lat pozniej wykryto nowy, genetycznie odmienny szczep MRSA. Nowy szczep (CA-MRSA) jest w
stanie infekowac/zaraza¢ zupetnie zdrowe oraz mlode osoby, w przeciwienstwie do tradycyjnego szczepu
(HA-MRSA) [1].

2.2  Opis modelu

Badania sugerujg, ze szczep CA-MRSA wyprzedzi HA-MRSA, pod wzgledem rozsprzestrzeniania sie.
Aby to przewidzie¢, matematycy we wspoélpracy z profesjonalistami w zakresie medycyny opracowali
odpowiedni model kompartmentowy. Model ten dzieli pacjentéw na trzy grupy:

e H(t)=pacjenci, ktorzy sa nosicielami tradycyjnego szczepu HA-MRSA
e C(t)=pacjenci ktorzy sa nosicielami szczepu CA-MRSA
e S(t)=pacjenci podatni na infekcje, ktorzy nie sa nosicielami zadnego szczepu

Parametry modelu (kazdy z parametrow jest dodatni) :
e [o=czestotliwosé (dzienna), z jaka szczep CA-MRSA jest przenoszny pomiedzy pacjentami
e [Oy—czestotliwos¢ (dzienna), z jaka szczep HA-MRSA jest przenoszny pomiedzy pacjentami

e dc—=czestotliwosé (dzienna) z jaka pacjenci, ktorzy sa nosicielami szczepu CA-MRSA opuszczaja
szpital poprzez wypis lub $mieré

e 0y —czestotliwosé(dzienna) z jaka pacjenci, ktorzy sa nosicielami szczepu HA-MRSA opuszczaja
szpital poprzez wypis lub $mieré



e 0g—czestotliwosé(dzienna) z jaka pacjenci podatni na infekcje opuszczaja szpital poprzez wypis
lub $mier¢

e ac—czestotliwosé (dzienna) z jaka pacjenci, ktorzy sa nosicielami szczepu CA-MRSA skutecznie
przechodzg lecznie

e ap=czestotliwosé (dzienna) z jaka pacjenci, ktorzy sa nosicielami szczepu HA-MRSA skutecznie
przechodzg leczenie

o N=calkowita liczba pacjentéw w szpitalu

o A=czestotliwos¢ (dzienna) z jaka pacjenci trafiaja do szpitala.

S(t)

— | Ci) Hy | —

Rysunek 1: Graficzne zobrazowanie omawianego modelu.

Zrodlo: R. Kent Nagle, Edward B. Saff, Arthur David Snider "Fundamentals of Differential Equations
and Boundary Value Problems"[1].

Warto réwniez dodaé, ze wszystkie powyzsze parametry sa dodatnie. Pacjenci zmieniaja przynalezno$é
do grup w zaleznosci od ich stanu zdrowia. Ten typ modelu znany jest jako SIS (susceptible-infected-
susceptible), w ktorym pacjenci, ktorzy zostali zarazeni, moga ponownie sta¢ sie podatni na infekcje
oraz znéw zostac zarazeni. W tym modelu nie jest brana pod uwage mozliwosé¢ wytworzenia odpornosci.
Przejscie pomiedzy stanami/grupami opisuje nastepujacy uktad réwnari:
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(1) - czestotliwosé¢ wejscia, (2) - nabycie HA-MRSA, (3) - nabycie CA-MRSA, (4) - dekolonizacja
HA-MRSA, (5) - dekolonizacja CA-MRSA, (6) - wyjscie.

2.3 Wprowadzenie wzoréw pomocniczych

Wprowadzamy dwa wzory, ktére przydadza nam sie do wykonywania obliczen:



G = (Bu/N)(N = €~ H)H = (65 + ) H.
(HO)
9C = (Bc/N)(N — C — H)C — (6¢c + ac)C.

Przy zalozeniu, ze liczba 0s6b przebywajacych w szpitalu jest stata, uktad rownan (la) - (lc)
przeksztalca sie do postaci (HC), gdzie:

St)y+C(t)+H(t)=N

Wyznaczamy:

S(t) =N —C(t) — H(t)

i podstawiamy do réownania zarazliwosci szczepem HA-MRSA (1b):

A BuSOHW _ gy sy H ()

dt N

dH  Bp(N—C(t)— H(t))H(t)

o= v — (ag +og)H(t)
dH B

= (N = C() = HE)H(®) — (o + 8m) H (1)

Nastepnie S(t) podstawiamy do rownania zarazliwosci szczepem CA-MRSA (1c):

¢ _ BeSOCWH) _ | o) - sec)

dt N
% _ Be(N — C(t;v— H(t))C() — (ac +6C)C(1)
% _ %(N —O(t) — HH)C(t) — (ac +0c)C(1)

2.4 Punkty ré6wnowagi

Kolejnym zadaniem bedzie znalezienie punktéw krytycznych uktadu (HC) dla konkretnych wartosci
parametréw. Skorzystamy z danych podanych w tabeli 2 zebranych w szpitalu Beth Israel.



A B=UE S Parameter Values for the Transmission Dynamics of Community-Acquired and
Hospital-Acquired Methicillin-Resistant Staphylococcus aureus Colonization
(CA-MRSA and HA-MRSA)

Parameter Symbaol Baseline Value

Total number of patients N 400

Length of stay

Susceptible 1/8¢ 5 days
Colonized CA-MRSA 1/8¢ 7 days
Colonized HA-MRSA 1/84 5 days
Transmission rate per susceptible patient to

Colonized CA-MRSA per colonized CA-MRSA Be 0.45 per day
Colonized HA-MRSA per colonized HA-MRSA By 0.4 per day

Decolonization rate per colonized patient

per day per length of stay

CA-MRSA o 0.1 per day
HA-MRSA oty (0.1 per day

Rysunek 2: Tabela wartosci parametréow dotyczacych przenoszenia gronkowca dla szpitala Beth Israel
Deaconess [1].

Definicja 2.1. [1] [Punkty rownowagi| Punkt (zg, yo) nazywamy punktem krytycznym lub punktem
rownowagi uktadu

dx
W f(:l?, )
g 2)
% :g(xay)y

edy f(xo,y0) =01 g(xo,yo) = 0. Dane rozwiazania uktadu (2) z(t) = xo, y(t) = yo nazywamy stanem
roéwnowagi.

Zgodnie z powyzsza definicja, by wyznaczy¢ punkty krytyczne ukladu (HC) musimy przyrownaé
dH/dt i dC/dt do 0. Najpierw podstawiamy wartosci wspolczynnikéw z powyzszej tabeli do rownania
zarazliwosci szczepem HA-MRSA oraz CA-MRSA (HC):

dH 0,4
E_H(4-00(400—0—H)—0,2—0,1)
4 _ (0,4 — 0,001(~0,001H — 0,3) = H(0,1 - 0,001(C + H)) (*)
dc 0,45 11
= 20400 - C — H) — = — —
dt C<400(00 C-H)-3 10)

4¢ — (0,45 - 0,001125C — 0,001125H — 1 — L) = C(0,001125(—C — H) + 0,207142586)  (**)

Nastepnie przyrownujemy prawsg strone rownania (*) oraz (**) do zera otrzymujac:

C+H
— 1 =
( 1000 +0,> 0
C+H
<— 1000 +0,1>—O
a stad mamy:
H=100-C v H=0 (3)



Przyréwnujac (**) do zera mamy:

C(0,001125(—C — H) + 0,20714286) =0
—C' — H = —184,126987
C=~184,127T—H Vv C=0 (4)
Teraz, by otrzymac¢ punkty krytyczne, musimy potaczyé (3) z (4). To daje nam 4 mozliwe punkty
krytyczne. Jednak jestesmy zmuszeni wytaczy¢ z tego pare H = 100 — C oraz C = 184,127 — H,

poniewaz s sobie wzajemnie sprzeczne. Ostatecznie otrzymujemy trzy punkty krytyczne: (0 ; 0), (0 ;
100), (184,126987 ; 0)

2.5 Pole kierunkowe

Dla lepszej analizy uktadu (HC) oraz punktow krytycznych zdecydowalisémy przedstawic graficznie pole
kierunkowe uktadu (HC). Wykorzystaliémy w tym celu program Mathematica. W grafice, 0§ pozioma
stanowi zarazliwo$¢ odmianag CA-MRSA, natomiast 0§ pionows stanowi zarazliwos¢ szczepem HA-
MRSA. Zielonymi punktami zaznaczyliémy rowniez punkty krytyczne oraz opisaliSmy wspolrzedne
tych punktéow krytycznych. Na samym poczatku sporzadziliSmy pole w przedziatach wiekszych niz
realne zalozenia, by lepiej przeanalizowaé¢ punkty krytyczne.

StreamPlot[{C (0.2072-0.001125 (C+H)), H(0.1-0.001 (C+H))},
{c, -100, 400}, {H, -100, 400}]
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Rysunek 3: Pole kierunkowe nr 1



2.6 Stabilno$¢ punktéw réwnowagi

Niech dany bedzie uktad réwnan
o' = f(t ) (3)
z funkcja f : R — R" klasy C*.

Definicja 2.2. [2] [Stabilnosé w sensie Lapunowa| Niech Z(t) bedzie rozwiazaniem uktadu (3). Mowimy,
ze rozwigzanie Z(t) jest stabilne w sensie Lapunowa dla t — +o0, jesli dla kazdego € > 0 istnieje takie
to > 0 oraz § > 0, ze kazde rozwiazanie x(t) uktadu (3), takie ze |z(to) — Z(to)| < 0 spelnia warunek
|z(t) — Z(t)| < e dlat > tp.

Definicja 2.3. [2] [Niestabilno$¢ w sensie Lapunowa] Rozwiazanie Z(t) uktadu (3) nazywamy niestabilnym
w sensie Lapunowa, jesli dla pewnych € > 01ty > 0 oraz kazdego § > 0 istnieja rozwiazania x,(t) i
punkt t; = t1(d) > to takie, ze |x,(to) — T(to)] < n oraz |z, (t1) — Z(t1)] > €.

Definicja 2.4. [2] [Asymptotyczna stabilnosé| Rozwiazanie Z(t) ukladu (3) nazywamy asymptotycznie
stabilnym przy ¢t — oo, jesli:

1) Rozwiazanie jest stabilne w sensie Lapunowa.

2) Dla dowolnego o > 0 istnieje A = A(tg) > 0 takie, ze wszystkie rozwiazania x = z(t) speliajace
warunek |z(to) — Z(to)| < A maja wlasnosé tlim |z(t) — z(t)| = 0.

Stabilnos¢ rozwiazan, ktoére sa punktami rownowagi mozna takze badaé analizujac typowe ksztatty
trajektorii w poblizu tych punktéow. W tym celu konieczne jest wcze$niejsze sporzadzenie wykresu pola
kierunkowego.

MNode Spiral Saddle
(asympiotically stable) {unsiable) (unstable)

b

Center Spiral Mode
(stable) (asymptotically stable) funstable)

Rysunek 4: Typy trajektorii w poblizu punktow réownowagi: 1. Punkt wezlowy (asymptotycznie
stabilny), 2. Punkt spiralny (niestabilny), 3. Punkt siodlowy (niestabilny), 4. Punkt centralny
(stabilny), 5. Punkt spiralny (asymptotycznie stabilny), 6. Punkt wezel (niestabilny) [1].



W celu zbadania stabilnosci punktow krytycznych (0;0), (0; 100), (184, 127; 0) znalezionych w podrozdziale

2.4 postanowilismy przeanalizowac otrzymany przez nas wykres pola kierunkowego (Rysunek 3). Poréwnujac
bliskie otoczenie punktow rownowagi z przyktadowymi trajektoriami (zamieszczonymi powyzej) otrzymalismy
nastepujace wyniki:

e (0;0) - punkt wezlowy - niestabilny
e (0;100) - punkt siodlowy - niestabilny
e (184,127;0) - punkt weztowy - stabilny asymptotycznie

Twierdzenie 2.1 (Twierdzenie Hartmana-Grobmana). [3]
Niech zy bedzie punktem krytycznym uktadu 2’ = f(z) takim, ze po linearyzacji macierz ukladu
réwnan ma wartosci wlasne o niezerowych czesciach rzeczywistych. Wowczas jezsli punkt xg jest
zrodlem, Sciekiem lub siodtem dla uktadu zlinearyzowanego

' = Az — x0), (4)
to jest takze Sciekiem, zrodlem lub siodlem dla réwnania 2’ = f(z).

Aby potwierdzié¢ przypuszczenia o stabilnosci punktow krytycznych, postuzyliSmy sie Twierdzeniem
Hartmana-Grobmana 2.1.

Wyznaczone zostaly macierze Jacobiego dla kazdego z punktow.

Dla punktu (0;0) macierz wyglada nastepujaco:

Bu — (0u + an) 0
J=
0 Bo — (dc + ac)
Otrzymane wartosci wlasne:
A1 = fe — (dc +ac)
A2 = Bu — (0m +an)

Nastepnie wstawiamy dane z tabeli (2) i otrzymujemy wartosci wlasne : \; = %, Ao = %0 Obie

wartosci wlasne sa dodatnie, co oznacza, ze punkt krytyczny (0;0) jest punktem niestabilnym.
Dla punktu (0;100) macierz wyglada nastepujaco

(0 +am)— Bu (0 +ag)— Bu
J =
0 ﬂC(5H+aH)—(6C+OéC)
B

Otrzymane wartosci wlasne:
M = (0g +an)— Pu

0 + o
BH
Nastepnie wstawiamy dane z tabeli (2) i otrzymujemy wartosci wlasne : \; = —1—10, Aoy = 55630 Obie

wartosci wlasne sa ujemne, co oznacza, ze punkt krytyczny (;0) jest punktem niestabilnym. Dla punktu
84,127;0) macierz wyglada nastepujaco

Bu(déc +ac) (On + an) 0
J = BC
(0c +ac) — Be (0c +ac) — Be

Otrzymane wartosci wlasne:
A = (0c +ac) - Bc
_ Bulbc +ac)

Be
Nastepnie wstawiamy dane z tabeli (2) i otrzymujemy wartosci wlasne : Ay = —%, Ag = —g’ggé Obie
wartosci wlasne sa ujemne, co oznacza, ze punkt krytyczny (184,127;0) jest punktem asyptotycznie

stabilnym.

Ao (0g + ag)




2.7 Rozprzestrzenianie sie CA-MRSA i HA-MRSA w czasie

Aby lepiej zrozumieé¢ zadany problem postanowiliémy zbadaé jak wygladaja rozwiazania rownan dwoch
szczepow MRSA | kiedy rownania opisujgce kazdy z nich rozpatrzymy osobno wzgledem czasu. Majac

dany uktad
dH

= H(0.1-0,001(C + H)) (5)
dc 0,45
= =0 (0, 207 — 55 (C + H)) (6)

rozpatrywaliSmy kazde z réwnan niezaleznie od drugiego. Celem bylo znalezienie rozwigzan danego
réwnania, a nastepnie sporzadzenie wykresow pola kierunkowego dla kazdego z rozwiazan uzywajac
programu Mathematica.

Rozpatrujemy réwnanie (5), dla C =0

an_H
dt 10 1000

1000 dH = (100H — H?) dt

Calkujac obydwie strony rownania otrzymujemy:

/ dH B / dt
100H — H2 | 1000

InH  In(H — 100) t

o — C
100 100 1000 T2
InH — In(H — 100) = %0 + C4
elanln(Hfloo) _ eﬁJrcl

H t
7100 ¢

H = Cei - (H — 100)
Finalnie otrzymujemy:

1
H =100+ —0

el —1
Rozpatrujemy rownanie (6), dla H =0

dc 207 9
dt 10000 B 8OOOC

8000 dC = (1656C — 9C?) dt

Calkujac obydwie strony réwnania otrzymujemy:

dc
/ 1656C —9C? / 8000 dt

InC  In(C —184) _ ¢ ' Dy
1656 1656 8000
InC — In(C — 184) = 0,207t + D,
InNC—In(C—184) _ 0,207t+Dy
C
C—-184

C = D" . (O — 184)

— D207t



Finalnie otrzymujemy:
184

C=184+ Ded207t _ |

ZauwazyliSmy, ze obydwa réwnania sg rownaniami logistycznymi. Réwnania logistyczne sa wykorzystywane
np. w modelach wzrostu populacji z pewna ograniczonoscia srodowiska. Réwnanie odpowiadajace temu

modelowi jest postaci:

dx
o8 = ka(t)(M — (1)

gdzie M jest pojemnoscig srodowiska. Rozwiazanie tego rownania wyglada nastepujaco:

M
z(t) = 14+ ek Mtpfc

gdzie c jest stala. Dla takiego modelu istnieja dwa punkty rownowagi. Jeden to x = 0, ktéry odpowiada
sytuacji gdy populacja wyginie oraz x = M, ktéry odpowiada sytuacji, gdy populacja osiaga graniczng
pojemnosé srodowiska. Ten drugi punkt jest asymptotycznie stabilny i kazda populacja dazy do jego
osiggniecia.

Aplikujac to rozumowanie do naszych réwnan mozemy zatozyé, ze ilosé oséb zainfekowanych dana
odmiang MRSA powinna dazy¢é do pewnej stalej wartosci. Jest to widoczne w momencie, kiedy
sporzadzimy wykresy pél kierunkowych dla réwnani (5) i (6). Do tego celu uzyto programu Mathematica
oraz funkcji wbudowanej StreamPlot.

ali2i= StreamPlot[{1, 0.1%H-0.001%H"2}, {t, 8, 360}, {H, 0, 300} ]
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Rysunek 5: Rozprzestrzenianie sie szczepu HA-MRSA w czasie
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aligr- StreamPlot[{1, ©.207 *C - (0.45 % C~2) / 400}, {t, 0, 300}, {C, 8, 300}]
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Rysunek 6: Rozprzestrzenianie sie szczepu CA-MRSA w czasie

Na powyzszych wykresach mozna zauwazy¢, ze dla odmiany HA-MRSA ilosé¢ oséb zainfekowanych
dazy do 100 (przy zalozeniu, ze w szpitalu znajduje sie 400 osob), natomiast dla odmiany CA-MRSA-
do okoto 184, co pokrywa sie z wczesniej obliczonymi punktami réwnowagi dla uktadu réwnaii.

2.8 Whnioski

Analizujac wykres pola kierunkowego (Rysunek 3), punkty rownowagi oraz ich stabilno§é spodziewamy
sie, ze szczep CA-MRSA przescignie szczep HA-MRSA pod wzgledem rozprzestrzeniania sie. Mozna
zauwazy¢, ze na poczatku epidemii obydwa szczepy rozprzestrzeniajg sie w bardzo podobnym tempie, a
nastepnie trajektoria zaczyna zbiega¢ do punktu rownowagi (0;100). Jednak pdzniej nastepuje powolne
wygasanie szczepu HA-MRSA wraz z jednoczesnym wzrostem zakazeri CA-MRSA. Trajektoria zaczyna
zbiega¢ do punktu rownowagi (184, 127;0), ktory, co warto zauwazy¢, jest jedynym stabilnym punktem
réwnowagi dla tego uktadu. Nasuwa sie wiec wniosek, ze niezaleznie od sytuacji poczatkowej oczekiwanym
rezultatem bedzie dominacja szczepu CA-MRSA nad HA-MRSA.

3 Analiza wspo6lczynnikéw R i Ry w modelu SIS

3.1 Wstep

W rozdziale 2 przeprowadziliémy analize pél wektorowych, aby zbadaé¢ rozprzestrzenianie sie dwoch
odmian metycylinoopornego gronkowca ztocistego. Naszym celem bylo stwierdzenie, czy szczep CA-
MRSA jest w stanie zdominowaé szczep HA-MRSA. W tym celu skorzystaliémy z konkretnych danych
ze szpitala Beth Israel Deaconess. Aby model byt uzyteczny musimy przeprowadzi¢ analize w kontekscie
parametréw, ktorych wartoéci moga sie ro6znié dla réznych szpitali.

W tym rozdziale przeanalizowalismy ukltad (HC) oraz korzystaliSmy z poprzednio przyjetego zalozenia,
ze szpital ktéry rozpatrujemy jest zawsze pelny. Dodatkowo zostaly wprowadzone nowe parametry

Aﬂc AﬂH

R === R =
¢ 55N(Oéc—|-5c) H 55N(OAH +5H)
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ktore nazywamy liczbami odtwarzania. Sa to parametry moéwiace o tym, ile osob zaraza osoba zainfekowana
odmianag CA-MRSA (parametr R¢) oraz HA-MRSA (parametr Ry ).

3.2 Ogolne punkty krytyczne ukladu (HC)

Poczatkowo wyznaczamy ogolne punkty krytyczne uktadu (HC). Wyznaczamy je analogicznie do
punktow krytycznych obliczanych w podrozdziale (2.4). Wracamy do uktadu (HC) i przyréwnujemy
pierwsze réwnanie do zera:

g

WH(N—C—H)H—(5H+04H)H:O
Otrzymujac:
H=0 V %(N—C—H)—((SH—FO(H):O
Bu N
H=0 \% —(N-C—-H)= g+« C—
v )= (6m + an) B
H—0 v N-C-_pg-N0Onton)
Bu
H=0 v —g=NOatonm) 5 g
Bu
N
H=0 v H:—wHﬁJrO‘H)JrN—C (7)
H

Analogicznie w przypadku drugiego réwnania

%(N—O—H)C’—(dc+ac)0:0
_ Be _
C=0 v EN-C-H)-(bc+ac)=0
Bc N
c=0 v PON-C-H)=(ctac) —
~ ¢ ) = (dc + ac) e
c=0 v ~N-c-pg=Nlctac)
Be
C=0 \ —CZM—N+H
Bc
C=0 v C:—WJrN—H (8)
C

Z rownan (7) i (8) wyznaczamy trzy punkty krytyczne:

3.3 Istnienie punktéw krytycznych

Aby trzy punkty krytyczne istnialty musimy odrzucié¢ sytuacje, gdzie dane dwa lub trzy punkty beda
mialy identyczne wspolrzedne. Mamy dane punkty krytyczne:

(0;0) 9)

(N - ]\WCB:O‘C);O) (10)
(O;N _ N(‘SHﬂ;O‘H)> (11)
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Nastepnie wyznaczamy parametry, dla ktorych kazde dwa punkty maja réozne wspotrzedne:

(9) # (10) (9) # (11) (9) # (10) # (11)
N*%#O N*W#O N#0OANBe —d0c —ac #0ANBy — 0y —an
N(Bc —dc —ac) #0 N(Buy — 6y —am) #0

N£O0ABe—0c—ac#0 | N£OA By — 6 —ag #0

Ostatecznie te trzy przypadki mozemy uproscié do: N # 0A e —dc —ac #0APBy — 0y —ag #0
Na dodatek musimy uwzgledni¢ dziedzine Rc i Ry.

R¢ - 55N(Oéc+5c)7é0
6s#0 AN N#0 A ac+dc#0

Ry : 53N(O¢H+5H)7é0
s #0 AN N#0 AN ag+dg#0

3.4 Stabilno$é punktéow krytycznych

Ten podrozdzial powstal w oparciu o [4].

Rozwazmy nieliniowy uklad réwnar rézniczkowych:

dx

— = F(x,

g i G( y) (12)
% - (1’7y)

Gdzie F i G sa funkcjami dwoch zmiennych z = z(t) i y = y(t) oraz taki, ze funkcje F' i G sa
nieliniowymi funkcjami z i y. W przeciwienistwie do uktadu liniowego, uktad nieliniowy moze mieé¢
zero, jeden, dwa lub dowolna liczbe punktow krytycznych. W ukltadzie liniowym sa one znajdowane

poprzez rozwiqzanie uktadu
0=F

0=G(z,y)

Poniewaz w portrecie fazowym moze znajdowaé sie wiele punktéw krytycznych, na kazda trajektorie
moze mie¢ wplyw wiecej niz jeden z nich. Skutkuje to bardziej chaotycznym wygladem portretu
fazowego. W zwiazku z tym rodzaj i stabilno$é¢ kazdego punktu krytycznego musza by¢ okreslone
lokalnie, indywidualnie dla kazdego przypadku. Zachowanie pobliskich trajektorii mozna przyblizy¢
za pomoca linearyzacji funkcji F' i G wokél kazdego punktu krytycznego. Linearyzacja powoduje
przeksztalcenie uktadu nieliniowego w uktad liniowy, ktéry przybliza lokalne zachowanie oryginalnego
uktadu nieliniowego w poblizu punktu krytycznego.

Ogodlng metoda postepowania w przypadku modeli nieliniowych (ale rozniczkowalych) polega na wykonaniu
linearyzacji dynamicznej w punkcie rownowagi uktadu (12). Ta metoda polega na rozwinieciu poszczegolnych
funkcji uktadu w szereg Taylora, ograniczeniu jego rozwiniecia do elementéw liniowych i przesunieciu
uktadu wspoélrzednych do punktu réwnowagi.

o' = F(z,y) = Fa, 8) + Fe(o, B)(x — ) + Fy(e, B)(y — )
y' =Gx,y) = G, B) + Ga(a, B)(z — @) + Gy(, B)(y — B)

Wiedzac ze (a, 8) jest punktem krytycznym ukladu, F(«, ) = 0 = G(«, ) otrzymujemy:

'~ Fy(a, B)(x — a) + Fy(a, B)(y — B)
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yl ~ Gx(()é,ﬁ)(l' - a) + Gy(avﬁ)(y - ﬂ)

Stosujac podstawienie z = x — « oraz y = y — 3 uklad wyglada nastepujaco:
$, ~ Fz(aaﬂ)w + Fy(aaﬁ)y

Y =~ Gy, Bz + Gy(a, By

Nastepnie nalezy skonstruowaé macierz Jacobiego dla kazdego punktu krytycznego oraz obliczy¢ wartosci
wtasne i na ich podstawie okresli¢ przyblizony typ i stabilno$é¢ punktéw krytycznych.

Majac dany uktad:
G = (Bu/N)(N - C — H)H — (55 + apr)H.
(HC)
= (Bc/N)(N —C - H)C — (¢ + ac)C.
Przybliazmy go za pomoca linearyzacji do uktadu liniowego.

dH = F‘(C’7 H) ~ F(Co,Ho) + Fc(CO, HO)(C — C()) + FH(Co, Ho)(H — Ho) =

= Fc(CO,Ho)C+FH(Co,H0)H
dC = G(C, H) ~ G(Co,H()) + GC(Co,Ho)(C — Co) + GH(C(),H())(H — Ho) =
= Gc(Co, Hy)C + Gu(Cy, Hy)H

Nastepnie obliczamy pochodne czastkowe:

Fo(Cy, Hy) = %Ho
Bu
Fr(Co, Ho) = N —~ (N = Co —2Hy) — (6u + an)
GC(C(),HO) = %(N — 200 — Ho) (60 + Oéc)
Gu(Co, Hy) = _]iC Co

Po skorzystaniu z linearyzacji uktad (HC) wyglada nastepujaco:

dHO:K ﬂH)HO}CO—kVH( —CO—2H0)—(5H+aH)}HO

dCy = {ﬁc

~ (Y —2Co — Ho) — (6c +ac)] Co+ [( ff) OO}

Kolejnym krokiem jest konstrukcja macierzy Jacobiego:

; 5]5 (N = Co—2Hy) — (6 + o) _f[H Hy
Leg, % (N — 2y ~ Ho) ~ (50 + ac)

Dla punktu (0;0) macierz wyglada nastepujaco:

ﬂH—((SH—FOéH) 0
J=
0 Bc — (bc + ac)

Otrzymane wartosci wlasne:
A1 = Be = (6¢c + ac)
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A2 = B — (6 + an)
Aby punkt krytyczny byt stabilny Ay A Ay < 0:

Bo—(0c +ac)<0 A By —(0u+aun)<0
((Sc+ac)>ﬁc A (6H+04H)>5H
((50 + Oéc) ogN (6H + aH) ogN
—>1 - A —>1 -
B /A B /"7h
0sN(d¢ + ac) S osN A O0sN(0g + an) S osN
ABc A ABy A
1 osN 1 osN
Re~ & " Ry A
A A

N N BE<yy

Re <

N
Dla punktu <0; N — M
Bu

(0m +am) — B (0g +am)— B

) macierz wyglada nastepujaco

Bc(0m + am)

G — (0c + ac)

Otrzymane wartosci wlasne:

M =0 +an)—Bu
_ Bc(ém +an)
B Bu
Aby punkt krytyczny byl stabilny A1 A Ay < 0:

Ao (60 + OéC)

Be(0u + am)
Bu
Bc(0m + am)
Bu

(0m + am) <1 A Bc(0m + o)
Bu Bu(dc + ac)
B A Bc A
S N S S S
(5H + aH) / ogN ((50 =+ Oéc) ogN
ABy o A ABc < A
5SN(5H JrOéH) osN 55N(5c +Ozc) osN
A

A
- A _
Ry > 55]\7 Re < 5SN

(5H+OLH)*/BH<O N *(50+0&c)<0

((5H+OéH)<ﬁH A <((Sc+ac)

<1

A
R —— <R
C<6SN< H

N(dc +ac).
Bo '
ﬂH((sC + ac)

J = ﬁC

Dla punktu <N — O) macierz wyglada nastepujaco

7(5H+OLH) 0

(0c +ac) — Be (0c + ac) — Be

Otrzymane wartosci wlasne:
A = (0¢ +ac) — Be
_ Buléc +ac)

A
2 Be

(O + am)
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Aby punkt krytyczny byt stabilny Ay A Ay < O:

0,
(bc+ac)—PBc<0 A W—(5H+am<o
0,
(Gotac)<pe a Prlotac) %’L%) < (0 +an)
c
(6c + ac) Bu(dc + ac)
— <1 A\ —_—— <1
Be Bc(0m + am)
Bc B
SR T N S T
(6C+O¢C) / 55N (5H+OZH) / 55]\7
Mo A, Ao _ A
(SsN(éc + Ozc) ogN 55N((5H + aH) ogN
A A
Re > (557]\/7 A Ry < (SsiN

A
RH<(557N<RC

Po przeanalizowaniu otrzymanych wynikéw dla poszczegoinych punktow krytycznych nasuwa sie wniosek:
Maksymalnie jeden sposréd punktow krytycznych moze by¢ stabilny. Zapewniaja to warunki na wspo6tczynnikach
R¢ oraz Ry, ktore w innym przypadku (dwa lub trzy punkty krytyczne sa stabilne) wykluczalyby sie
wzajemnie.

3.5 Eliminacja MRSA ze szpitala

W celu zapewnienia eliminacji MRSA ze szpitala nalezy zbada¢ kiedy wszystkie trajektorie beda
zbiega¢ do punktu (0;0) przy t — oo. Taka sytuacje zapewnia nam asymptotyczna stabilno$é punktu
krytycznego (0;0) oraz wniosek z poprzedniego podrozdzialu, méwiacy o tym, ze w zadanym ukladzie
(HC) tylko jeden punkt krytyczny moze by¢ stabilny (asymptotycznie). Wobec czego powracamy
do konstrukeji macierzy Jacobiego dla punktu krytycznego (0;0), ktora byla zawarta w poprzednim
podrozdziale.
J_VH—QHMH) 0
0 Be — (dc + ac)

Aby punkt krytyczny byl asymptotycznie stabilny, warto$ci wlasne musza by¢ ujemne. Wartosci wlasne
macierzy o wymiarach 2 X 2 sg ujemne, gdy §lad macierzy jest ujemny, a wyznacznik dodatni.

B — (0 +ag)+ Be— (bc +ac) <0 (slad macierzy) (14)
(ﬂH — (5H + OéH)) . (ﬁc — (50 + Oéc)) >0 (Wyznacznik)
Stosujemy podstawienie:
B — (0g +am)=a
Bo — (0c +ac) =b
a+b<0 (15)
a-b>0 = a>0Ab>0 V a<0Ab<O
7 powyzszego uktadu wynika, ze a <0ib <0
Ba— (m+au) <0 A fBo—(6c+ac)<0
ﬁiH < 1 A 670 < 1
0m +ay dc + ac
BHA A ﬁcA A
< A < 16
(51-1 + OéH)55N osN (50 + Oéc)(SsN osN ( )
A A
Ry < (SsiN AN Re < (SsiN
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Analizujac otrzymany wynik mozna wysnué¢ wniosek, ze MRSA bedzie caltkowicie wyeliminowane ze
szpitala w momencie kiedy liczby odtwarzania odmiany HA-MRSA i CA-MRSA beda mniejsze od
pewnej stalej, ktora zalezy od czestostliwosci z jaka pacjenci wchodza do szpitala, czestotliwosci z jaka
podatni pacjenci opuszczaja szpital oraz od rozmiaru badanej populacji.

3.6 Wplyw higieny na stabilno$é punktéw krytycznych ukladu.

Uwaza sie, ze najczestszg przyczyng przenoszenia sie MRSA miedzy pacjentami w szpitalu sa pracownicy
stuzby zdrowia. Zakazeni pracownicy przechodzac od jednego pacjenta do drugiego prawdopodobnie
przenosza bakterie z zakazonego pacjenta na takiego, ktory jest zdrowy. Jesli pracownicy stuzby zdrowia
wlasdciwie stosuja wszelkie srodki higieny takie jak np. mycie rak, okazuje sie, ze ten problem znacznie
sie zmniejsza. Jednakze wymaga to czasu oraz musi by¢ wykonywane zaréwno przed jak i po wizycie
pacjenta. Wobec czego pracownicy czasami nie stosuja tych praktyk.

Przestrzeganie higieny przez pracownikéw stuzby zdrowia mozna wlaczyé do tego modelu poprzez
przemnozenie kazdego wspolezynnika rozprzestrzeniania sie przez (1 — 7)), gdzie 0 < n < 1. Im
wspoélczynnik 7 jest blizszy 1, tym doktadniej przestrzegana jest higiena przez pracownikéw. Wobec
tego otrzymujemy nowy uktad réwnan:

d7H _ (1 —=m)Bu

- N V= C—H)H (6 + an)H (17)
%:%(N—C—H)C—(éc—i-ac)c (18)

Nastepnie nalezy powtoérzyé obliczenie punktéw krytycznych dla powyzszego uktadu

%(N—C—H)H—@H—i—ag)H:O
H=0 vV %(N—C—H)—((SH-‘FCYH):O
_ (1-1)8r B N
H=0 Y T(N—C—H)—((Sﬁr—kc)uw)/‘m
N((SH—FO&H)
= (O - H=0HTH)
H=0 \% N H (-8
. _ _N(5H+QH)_
H=0 Vv H_i(l—n)ﬁH N+C
. __N(5H+QH) B
H=0 vV H= 7(1—77)ﬁH +N-C
%(N—C—H)C—((Sc-l-ac)czo
C=0 Vv %(N—C—H)—((Sc—l—ac)zo
_ (1—-mn)Bc _ N
C=0 Vv T(N—C—H)—(%‘Fac)/'m
_ g Nlc+ac)
C=0 Vv N-C-H 7(1777)50
B B 7N(§c+ac)_
C=0 V 0_7(1—77%0 N+H
. __N(5c+ac) B
C=0 vV C = 7(1_77)&7 +N-H
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Otrzymane punkty krytyczne:

oo (v-Tree) (o8-

Kolejnym krokiem jest powtorzenie linearyzacji dla nowego uktadu.
dH = F(C, H) ~ F(CQ,H()) + Fc(C(), HO)(C - Co) + FH(C(), Ho)(H — Ho) =

= Fo(Co, Ho)C + Fu(Co, Ho)H
dC = G(C, H) ~ G(Co, Ho) + GC(C(), Ho)(c — Co) + GH(C(), Ho)(H — Ho) =

= Gc(CO, Ho)c + GH(C(), Ho)H

Obliczamy pochodne czastkowe:

Fo(Co, Hy) = w;ﬂ)
Fy(Co, Ho) = PR Gy 9Hy) — (5 + )
Go(Co. Ho) = L2105 (20, - ty) — (6 + ac)
G (Co, Ho) = wa)

Po linearyzacji rownania wygladaja nastepujaco:

dHy = K‘“‘N’MH> Ho} Co+ {(1_]\7;)5‘1’ (N — Co — 2Ho) — (65 + aH)} Hy

dCy = {(1_]\7;)50 (N —2Cy — Ho) — (d¢ + ac)] Co + [(_(1_]\[’7)5(’) co} Ho

Konstruujemy macierz Jacobiego dla uktadu powstalego po linearyzacji.

J “‘%(N—co—mo) — (Op + an) _(1}%1{0
“0-mie, =006 (x —2c — o) — (6 + ac)

Dla punktu (0;0) macierz wyglada nastepujaco

(1 —=n)puN — (0 + an) 0
J =
0 (1 =n)BcN — (d¢c + ac)

Otrzymane wartosci wlasne:

M= (1-n)Bu— (0n +an)
A2 = (1 —=n)Bc — (éc + ac)
AM<0 A A<O0
1=mpy—Bg+an)<0 A (1-=n)bc— (¢ +ac)<0
A=mbr _, , A=mbc _,

oy +ayg oo + ac
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A A
(1*77)‘RH<557N A (1*77)'RC<637N
Dla punktu <N - M, O) macierz wyglada nastepujaco
(1 —mn)Bc
0
Buléc +ac) (81 + ) 0
Be

J =

(6c +ac) — (1 —=n)Bc

Otrzymane wartosci wlasne:

(0c +ac) — (1 —=n)Bc

A1 = (0¢ +ac) — (1 —n)Bc

_ Buléc +ac)

A2 e (0 + am)
A1 <0 AN Ay <0
oc +
(bc+ac)—(1=n)Bc <0 A W*(5H+0H)<O
(50 + Ozc) ﬂH((Sc + Oéc)
<1 A — <1
(1—mn)Bc Be (0 + an)
(1-n)Bc Bu
>1 A <1
(Ozc-l-(Sc) (OéH—l-(SH)
A A
(1—7])RC>657N N RH<(557N
A
N(5H+04H)

Dla punktu { 0, NV —
’ ( (L—)Bu

(0x +ang)—(1—-n)pu

) macierz wyglada nastepujaco

(0r +am)—(1—-n)pu

)
0 Bolon+an) 5.4 ae)
Bu
Otrzymane wartosci wlasne:
A= (0n +au)—(1-n)8u
og +«
/\2:50(1{ H)7(50+ac)
Bu
A1 <0 AN Ay <0
og +«a
bg+am)—1—n)Ba <0 A W%&;mcko
S+ ay Be(Ou + an)
— <1 N — <1
(1—=n)Bu Bu(dc + ac)
Q=B Pe
o + o (ac +dc)
A A
(1—77)RH>657N N RC<6SiN
= 1—
Re < SN <1 =n)Ru
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Analizujac otrzymane wyniki mozna zauwazy¢, ze sa one niemal identyczne z wynikami z podrozdziatu
3.4. Jedyna roznica jest pojawiajacy sie wspolezynnik (1—n) przy liczbach odtwarzania. Oznacza to, ze
im pracownicy bardziej przestrzegaja higieny, tym 7 rosnie (dazy do 1), a tym samym maleje wartosé
(1 —n) (dazy do 0). Wobec tego maleje liczba odtwarzania odmiany HA-MRSA /CA-MRSA, a co za
tym idzie maleje rozprzestrzenianie si¢ danej odmiany.

3.7 Dominacja CA-MRSA nad HA-MRSA
Ten pozrozdzial powstal w oparciu o [1].

Dwie populacje z(t), y(t), zyjace w tym samym srodowisku i walczace o te same zasoby sa opisane
przez uktad:

dx
i xz(a1 — bz — c1y)
(19)
d
dit/ = y(ag — bay — co)

gdzie aq,as, b1, ba, c1, co to dodatnie state.
Ponizszy wykres prezentuje rywalizacje miedzy gatunkiem z a gatunkiem y oraz sytuacje, w ktorej
jeden z gatunkoéw dominuje nad drugim.

Gatunek x przezywa, gatunek y wymiera

Gatunek y

Gatunek x

20



Po przeanalizowaniu wykresu mozemy dopasowaé¢ go badanej sytuacji (jedna odmiana MRSA
przescignie druga). Sprowadzajac uktad (HC) do postaci (19). Otrzymujemy:

f—C{ﬁc(%Jrac)ﬁ]\?Cﬂ]\?H]
(20)
CZIZH[ﬁH—@H-FOéH)—%{H_ﬂ;C]

ay a2 s ai

Kolejnym krokiem jest wyliczenie wspotczynnikow — , a nastepnie przyréwnanie ich w taki

1’ by ey’ by
sposob, aby odzwierciedli¢ sytuacje na wykresie.
Wyliczenie wspotczynnikow:
a1 _ Nfc —(bc +ac)] _ ,  N(0c +ac)
b1 Be Be
@ _ Non —Gu+an)] _ NGn+an)
ba B B
a _ Nlfe —(bc +ac)l _ \_ Nlc +ac)
1 Be Be
az _ N[ﬂH — (5H—|-01H)} _N_ N(5H+OZH)
C2 Bu Br
Przyréwnanie wspotczynnikow:
o6 a6
bl C2 C1 bg
N _ N(5c+ac) SN N(5H+aH)
Be Bu
1_ (0c + ac) o1 (Om + am)
Be Bu
(6c +ac) < (0m + apr)
Be Bu
55N(5C + Ozc) < 55‘N(5H + OLH)
ABc ABu
1 < 1
Rc Ry
Rc > Ry

Na podstawie otrzymanego wyniku mozemy wysnu¢ pewien wniosek. Spodziewamy sie, ze odmiana
CA-MRSA przescignie odmiane HA-MRSA kiedy liczba odtwarzania CA-MRSA bedzie wieksza od
liczby odtwarzania HA-MRSA. W tym samym przedziale czasowym wiecej 0s6b zostanie zarazonych
odmiang CA-MRSA wobec czego ta odmiana zdominuje HA-MRSA pod wzgledem rozprzestrzeniania

sie.

4 Metody numeryczne

Do lepszej analizy modelu postanowilismy uzy¢ metod numerycznych, w szczegdlnosci metody Rungego-
Kutty 4 rzedu. StworzyliSmy program w jezyku C-+-+, ktéry umozliwia rozwiazanie ukladu (HC),
poczatkowo dla danych ze szpitala Beth Israel Deaconess, a kolejno dla dowolnych wartosci wprowadzonych
przez uzytkownika. Nastepnie korzystajac z programu Gnu Plot stworzyliSmy wykresy prezentujace
otrzymane wyniki.
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4.1 Metoda Rungego-Kutty 4 rzedu

[5] Metoda Rungego-Kutty jest metoda numeryczna stuzaca do iteracyjnego rozwiazywania réwnarn
rézniczkowych zwyczajnych. Jest ona powszechnie stosowana ze wzgledu na prostote implementacji,
relatywnie proste wzory oraz duza szybkos¢.

Wzor iteracyjny wedlug tej metody wyglada nastepujaco (dla przypadku dwuwymiarowego):

1
Crp1=0Crn + 6 (I1 4 20y + 213 + ly) + O(R®)

1
Hn.1=H, + G (k1 + 2k2 + 2ks + ka) + O(h°)

gdzie
kl =h- f(tny Cna Hn)

ll =h- g(tTH CTMH?’L)

h h Ey
2 2 2
h l 1
= n aorvn *7Hn -
l2 hg<t+20+2 +2)
h l k
ks =h f(tn+2vcn+22a n+22>
h l k
Is=h g<tn+,Cn+2,Hn+ 2)
2 2
k4: f(xn+hacn+l3aHn+k3)

h
4:h'g($n+haon+l37Hn+k3)

o~

4.2 Kod programu

W programie tworzymy dwie funkcje pomocnicze typu float. Ich zadaniem jest wstawienie podanych
przez uzytkownika wspolczynnikow w odpowiednie miejsca uktadu (HC), a nastepnie zwrdcenie otrzymanej
wartosci dla kazdego réwnania.
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Efloat dhdt(float N, float bHN, float adH, float t, float C, float H) {

W oo~ n

return (H * (bHN * (N - C - H) - adH));

10 | }

11

12 Elfloat dedt(float N, float bCN, float adC, fleat t, float C, float H) {
13 return (C * (bCN * (N - C - H) - adC));

14 }

Rysunek 7: Funkcje dhdt oraz dedt (typu float).

Kolejnym krokiem byta bezposrednia implementacja metody Rungego-Kutty 4 rzedu dla uktadu
rownani. Funkcja jest oparta o petle for, ktora przez okreslona ilosé petli (zalezna od kroku h) wylicza
wspoélczynniki k,,, l,,, a nastepnie uzywa wzordw iteracyjnych w celu zwrécenia wyniku dla danego #.

19

16 void RKU(float N, float bHN, float bCN, float adH, float adC,

17 e float t0, float HO, float CO, float t, float h) {

18 int n = (Ant)((t - t0) / h);

19 float k1, k2, k3, k4, k5, 11, 12, 13, 14;

20 float H = HO;

21 float C = CO;

22

23 cout << "t\tH\tC\n" << endl;

20 =] for (int i = 1; i <= n; i++) {

25

26 k1l = h = dhdt(N, bHN, adH, t0, C, H);

27 11 = h * dcdt(N, bCN, adC, t®, €, H);

28

29 k2 = h * dhdt(N, bHN, adH, t0 + ©.5 * h, C + 0.5 * 11, H + 0.5 % k1);
30 12 = h * dedt(N, bCN, adC, @ + 8.5 * h, € + 8.5 *» 11, H + 0.5 * k1);
31

32 k3 = h = dhdt(N, bHN, adH, t0@ + 8.5 * h, C + 8.5 * 12, H + 0.5 * k2);
33 13 = h * dcdt(N, bCN, adC, t0 + ©.5 * h, C + 0.5 * 12, H + 0.5 % k2);
34

35 ktt = h * dhdt(N, bHN, adH, t@ + h, C + 13, H + k3);

36 W = h * dedt(N, bCN, adC, t@ + h, C + 13, H + k3);

37

38 H=H+ (1.0 /6.0) » (k1 + 2 = k2 + 2 = k3 + ku);

39 C=C+ (1.0 /6.0) « (11 +2 %12+ 2 %= 13 + 14);

ue

u1 t0 = t@ + h;

uz2

u3 cout << t0 << "\t" << H << "\t" << C << endl;

Rysunek 8: Metoda Rungego-Kutty 4 rzedu dla uktadu réwnan.

Dodatkowo do gléwnej funkcji RK/ zostat dodany fragment kodu, ktory umozliwia zapisywanie wynikow
do pliku w formacie tzt. Wyniki zostaly zapisane osobno dla szczepu CA-MRSA i HA-MRSA, ulatwito
to w pOzniejszm etapie tworzenie wykresow.
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au
us
U6
u7
us
4o
50
51
52
53
54
55

56
57

fstream plikil;
fstream plik2;

pliki.

plikl
plikl

plik2
plik2

plika.

open("dane_HA.txt", ios::out|ios::app);
<< t@ << "\t" << H << endl;

.close();

.open("dane_CA.txt", ios::out | ios::app);
<< t0 << "\t" << C << endl;

close();

Rysunek 9: Zapisywanie wynikow do dwoch osobnych plikow "dane  HA.tat", "dane CA.txt".

4.3 Wyniki

Kolejnym krokiem byla wizualizacja wynikéw za pomoca programu Gnu Plot. Wyniki zawarte w plikach
"dane_HA.txt", "dane_CA.txt" zostaly odczytane, a nastepnie program wykonal ponizszy wykres.
Niebieska krzywa reprezentuje wyniki uzyskane dla szczepu HA-MRSA, natomiast czerwona krzywa-

szczep CA-MRSA.
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Rysunek 10: Otrzymane wyniki dla danych ze szpitala Beth Israel Deaconess (warunki poczatkowe
C=1H=1).

Na powyzszym wykresie widzimy takze zgodno$¢ z obliczeniami uzyskanymi w rozdziale 2. W
momencie kiedy szczep HA-MRSA zaczyna powoli wygasa¢, CA-MRSA zaczyna coraz szybciej dazy¢
do jedynego asymptotycznie stabilnego punktu krytycznego uktadu (HC), ktorym jest (184, 126987;0)

Postanowilismy takze sprawdzi¢ w jaki sposob obydwa szczepy beda sie rozprzestrzeniaé, kiedy przyjmiemy

inne warunki poczatkowe. Wobec tego wywolaliSmy napisany program dla trzech zestawow warunkow
poczatkowych i sporzadzliémy wykresy otrzymanych wynikow.
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Rysunek 11: Warunki poczatkowe C = 2, H = 98.
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Rysunek 12: Warunki poczatkowe C' = 182, H = 2.
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Rysunek 13: Warunki poczatkowe C' = 90, H = 90.

Otrzymane wyniki wydaja sie potwierdza¢ przypuszczenia wysnute w podrozdziale 2.8. Niezaleznie
od warunkdéw poczatkowych, w szpitalu Beth Israel Deaconess oczekiwanym rezultatem jest dominacja
szczepu CA-MRSA nad HA-MRSA.

5 Wnhnioski i podsumowanie

Najbardziej prawdopodobnym scenariuszem po pojawieniu sie pierwszych zakazonych w danym szpitalu
jest poczatkowy o wiele szybszy wzrost odmiany HA-MRSA niz CA-MRSA, natomiast po dluzszym
okresie catkowite zlikwidowanie odmiany HA-MRSA na rzecz CA-MRSA. Waznym parametrem jest
liczba odtwarzania Ro i Rp. Wcze$niej wspomniany scenariusz odbedzie sie tylko wtedy, gdy liczba
odtwarzania CA-MRSA bedzie wieksza od liczby odtwarzania HA-MRSA. Glownym celem szpitala
jest eliminacja wirusa MRSA z osrodka, co nastapi wtedy, gdy liczba odtwarzania Rc i Ry beda
nizsze od stalej (SSLN. Pomoze w tym roéwniez zwiekszona higiena pracownikéw, ktorzy przenosza
najwiecej zarazkéw. Zwiekszona higiena powoduje spadek liczby odtwarzania, z czym wiaze sie mniejsza
zarazliwosé danym szczepem.
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